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Linjära avbildningar

Definition (linjär avbildning)
En funktion, eller avbildning, T från Rn till Rm är linjär om den
respekterar addition och multiplikation med skalär, dvs om

I T (u + v) = T (u) + T (v), u, v ∈ Rn,
I T (au) = aT (u), u ∈ Rn, a ∈ R.

Exempel
Om v är en nollskild vektor i R3 får vi att

I T (u) = Projv u från R3 till R3,
I T (u) = u · v från R3 till R (= R1),
I T (u) = u × v från R3 till R3,

är linjära avbildningar, medan T (u) = Proju v inte är linjär
eftersom T (au) = Projau v = Proju v = T (u) för a 6= 0.



Linjära avbildningar med matriser

Sats
En avbildning T från Rn till Rm är linjär precis om den går att
bekriva med en matris genom

T (x1, x2, . . . , xn) =


a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n

...
...

. . .
...

am,1 am,2 · · · am,n




x1
x2
...

xn



Notera
Det kan nu vara praktiskt med att skriva vektorer i Rn som
kolonnvektorer, dvs som n × 1-matriser. Om vi vill skriva dem
som rader för att apara plats kan vi markera det med
transponat.

(x1, x2, . . . , xn) = ut .



Linjärkombination

Vi kan se detta som en linjärkombination

T (x1, x2, . . . , xn) =


a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n

...
...

. . .
...

am,1 am,2 · · · am,n




x1
x2
...

xn



= x1


a1,1
a2,1

...
am,1

+ x2


a1,2
a2,2

...
am,2

+ · · ·+ xn


a1,n
a2,n

...
am,n





Standardbasen

Precis som i planet och rummet kan vi beskriva alla vektorer
med hjälp av koordinatvektorerna. Dessa utgör den så kallade
standardbasen i Rn, dvs

e1 = (1,0, . . . ,0)t ,e2 = (0,1, . . . ,0)t , . . . ,en = (0,0, . . . ,1)t .

Sats
Kolonnvektorerna i A är avbildningens värden på standarbasen

T (e1) =


a1,1
a2,1

...
am,1

 ,T (e2) =


a1,2
a2,2

...
am,2

 , . . . ,T (en) =


a1,n
a2,n

...
am,n





Rotation i planet

Rotation av planet med en
vinkel θ är en linjär avbildning.
Matrisen får vi av

T (ex) =

(
cos θ
sin θ

)
och

T (ey ) =

(
− sin θ
cos θ

)
Alltså är

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

θ
θ



Sammansättning

Om vi har en avbildning T från Rn till Rm och en annan
avbildning S från Rm till Rk får vi en sammansatt avbildning ST
från Rn till Rk genom

ST (u) = S(T (u)), u ∈ Rn.

Sats
Om S och T är linjära med matriser A och B så gäller att

I ST är linjär
I Matrisen för ST är AB – (matrismultiplikation).



Sammansättning av rotationer i planet

Om vi först roterar med en vinkel θ och sedan med en vinkel φ
får vi(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
=

(
cosφ cos θ − sinφ sin θ − cosφ sin θ − sinφ cos θ
sinφ cos θ + cosφ sin θ − sinφ sin θ + cosφ cos θ

)
=

(
cos(φ+ θ) − sin(φ+ θ)
sin(φ+ θ) cos(φ+ θ)

)
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